
2019/2020 211

Plan du cours
1. Introduction

– Contenu du cours
2. Logique mathématique

– Calcul propositionnel
– Calcul des prédicats
– Logique floue et aide à la décision

3. Induction
4. Analyse d’algorithmes

– Comparaison asymptotique de fonctions
– Complexité

5. Récurrence
6. Mathématique de la gestion

– Théorie des graphes
– Optimisation
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Programmation linéaire
• Technique utilisée par 85% des entreprises Fortune 500.
• Utilisée par : banques, éducation, foresterie, industrie 

pétrolière, transport, sidérurgie, compagnies 
aériennes, …

• Problème type :
– Allocation optimale de ressources, disponibles en quantités 

limitées, à des activités concurrentes.
– programmation º planification

• Un premier exemple
• D’autres cas réels
• Définitions - Notations 
• Solution graphique
• Résultats fondamentaux
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Un premier exemple

• Giapetto’s Woodcarving, Inc., fabrique deux 
types de jouets en bois : des soldats et des 
trains.

• Chaque soldat fabriqué se vend €27 et requiert 
un dépense de €10 en matières premières. De 
plus, chaque soldat produit génère €14 de 
coûts supplémentaires (salaires et frais 
généraux).

• Un train se vend €21 et coûte €9 en matières 
premières, plus €10 en coûts supplémentaires.
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Un premier exemple

• La fabrication des soldats et des trains 
demande deux types de main-d’œuvre : 
menuiserie et finition.

• Un soldat demande 2 heures de travail de 
finition et 1 heure de menuiserie.

• Un train demande 1 heure de travail de 
finition et 1 heure de menuiserie.
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Un premier exemple

• Hebdomadairement, Giapetto peut 
disposer de toutes les matières premières 
nécessaires à la fabrication mais 
l’entreprise ne dispose que de 100 heures 
de finition et 80 heures de menuiserie.

• La demande pour les trains est illimitée, 
mais un maximum de 40 soldats peuvent 
être vendus chaque semaine.

• Giapetto souhaite maximiser son profit 
hebdomadaire (revenus - coûts).
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Formulation (1)

• Variables de décision :
– x1 = nombre de soldats produits chaque sem.
– x2 = nombre de trains produits chaque sem.

• Fonction économique (objectif) :
– Revenus hebdomadaires =
– Coûts hebdomadaires =

– Autres coûts variables =
– Fonction économique à maximiser =

1 227 21x x+
1 210 9x x+
1 214 10x x+

1 23 2z x x= +
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Formulation (2)

• Contraintes :
– Finition (100h) :
– Menuiserie (80h):
– Soldats (max 40):

• Restrictions de signe :

1 22 100x x+ £
1 2 80x x+ £

1 40x £

1 0x ³ 2 0x ³
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Programme linéaire (PL)

• Optimisation d’une fonction linéaire sous 
des contraintes linéaires

1 2Max  3 2z x x= +

1 22 100x x+ £
1 2 80x x+ £

1 40x £
1 0x ³ 2 0x ³
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Hypothèses
• Proportionnalité: Les contributions de chaque 

variable à la fonction économique et aux 
contraintes sont proportionnelles à la valeur 
prise par cette variable.

• Additivité: Les contributions de chaque 
variable à  la fonction économique et aux 
contraintes sont indépendantes des valeurs 
prises par les autres variables.

• Divisibilité: Les variables de décision peuvent 
prendre des valeurs fractionnaires. (cf. IP)

• Certitude: Chaque paramètre est connu avec 
certitude.



Quelques exemples réels…
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Définitions

• Domaine réalisable :
– Ensemble de tous les jeux de valeurs des variables 

de décision satisfaisant toutes les contraintes et 
restrictions de signe du PL (solutions réalisables ou 
solutions admissibles).

• Solution optimale :
– Solution réalisable qui optimise (max ou min) la 

fonction économique.
– Existence ?
– Unicité ?
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Solution graphique - cas de 2 
variables

•Domaine réalisable 
= région dans le 
plan.

•Contrainte : 
équation = droite
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Exemple de Giapetto

1 2Max  3 2z x x= +

1 22 100x x+ £
1 2 80x x+ £

1 40x £
1 0x ³ 2 0x ³
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Solution graphique

• Contraintes
• Courbes iso-profit
• Solution optimale
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Contrainte active - Finition

100 heures
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Contrainte active - Finition

110 heures
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Contrainte active - Finition

90 heures
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Contrainte non active - Soldats

40 soldats
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Contrainte non active - Soldats

45 soldats
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Contrainte non active - Soldats

35 soldats
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Solutions optimales multiples 
Une entreprise du secteur automobile fabrique 
des voitures et des camions. Chaque véhicule 
doit être traité dans l’atelier de peinture et dans 
l’atelier de carrosserie. La capacité de l’atelier 
de peinture permet de traiter 40 camions par 
jour (si l’on ne peint que des camions), ou 60 
voitures par jour (si l’on ne peint que des 
voitures). De la même façon la capacité de 
l’atelier de carrosserie est limitée à 50 camions 
par jour et à 50 voitures par jour. Chaque camion 
produit rapporte €300, et chaque voiture €200. 
Déterminer un plan de production quotidien qui 
permette de maximiser le profit de l’entreprise.
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Solutions optimales multiples

x1 = number of trucks produced daily 
x2 = number of cars produced daily 

max 1 2300 200z x x= +  
s.t. 

1 2
1 1 1
40 60
x x+ £  

1 2
1 1 1

50 50
x x+ £  

1 0x ³  2 0x ³  
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Exemple de PL contradictoire
Suppose now that the auto company is required to product at 
least 30 trucks and 20 cars per day. 
® 2 additional constraints: 

1 30x ³  2 20x ³  



2019/2020 244

Exemple de PL non borné
max 1 22z x x= -  

s.t. 
1 2 1x x- £  

1 22 6x x+ ³  
1 0x ³  2 0x ³  
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Solution optimale

• Peut être :
– Unique ® sommet du domaine réalisable,
– Multiple ® côté du domaine réalisable,
– Infinie (contraintes manquantes ?),
– Impossible (contraintes incompatibles !).

• Certaines contraintes sont actives (binding) :
LHS = RHS

• Certaines contraintes sont non-actives 
(nonbinding):
LHS ¹ RHS (différence (écart) = slack)
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Formulation PL

Minimiser
, ,

i i il ijl j j j jk kl
i j l j k l
e A p X f B v C dì ü ì ü+ + +í ý í ý

î þî þ
å å å å

, , , ,
ijl ijl jkl jk

i j l j k l
c X h C+ +å å

sous :
,

     ijl i i
j l
X AP i£ "å

,
     ijl j j

i l
X B W j£ "å

, ,
     ijl jk kl

i j j k
X C d l= "å å

1     jk
j
C k= "å

Xijl ≥ 0, Ai , Bj , Cjk = 0 or 1.

® 1427 variables et 77 contraintes.
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PL typiques :
Régime alimentaire (diet)

Four foods are available for consumption: brownies, 
chocolate ice cream, cola and pineapple cheesecake. 
One brownie costs ¢50, one scoop of chocolate ice cream 
costs ¢20, one bottle of cola costs ¢30, and one piece of 
cheesecake costs ¢80. Each day, you must ingest at least 
500 calories, 6 oz of chocolate, 10 oz of sugar and 8 oz of 
fat. Formulate a LP to satisfy these requirements at 
minimum cost.
Per unit: Calories Chocolate Sugar Fat

Brownie 400 3 2 2

Chocolate ice cream 200 2 2 4

Cola 150 0 4 1

Cheesecake 500 0 4 5
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PL typiques :
Régime alimentaire



PL typiques : 
Horaire de travail

• Un fast-food a besoin d’un nombre différent 
d’employés plein-temps chaque jour de la 
semaine :

• Chaque employé travaille 5 jours de suite et a 
ensuite 2 jours de congé.

• Il y a donc 7 horaires de travail possibles :
Lu-Ve, Ma-Sa, Me-Di, Je-Lu, Ve-Ma, Sa-Me, Di-Je
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Jour Lu Ma Me Je Ve Sa Di

Nb. 17 13 15 19 14 16 11

Coût 100 100 100 100 100 150 200



PL typiques : 
Horaire de travail

• Solution optimale non entière !
• Arrondir ?
• Vers le haut.
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PL typiques : 
Horaire de travail

• z = 14700 au lieu de 13066,66... !
• Solution optimale entière ?
• Passage de LP à IP (Integer Programming).
2019/2020 251



PL typiques : 
Horaire de travail

• z = 13400 au lieu de 14700 !
• Supérieur à 13066,66...
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Multiperiod financial models
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Multiperiod financial models

00
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Définitions
• Programme linéaire sous forme canonique :
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Définitions
• Fonction économique à max ou min :

Min z  =  – Max ( – z )

• Contraintes : £ ou ³ ou =
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Notation matricielle

,
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Variables d’écart

• Pour passer d’inéquations à des équations :

• Permet de ramener toutes les contraintes à des 
équations, au prix de l’ajout des variables 
d’écart ® 2ème forme canonique pour un PL.
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Exemple 2
Max z = 40x1 + 30x2 

 
 

 x1       ≤  8  
       x2 ≤  6  
 x1 + 2x2 ≤ 15  
2x1 +  x2 ≤ 18  

 
 

x1 ≥ 0  x2 ≥ 0 
 

ßÝ 
 

Max z = 40x1 + 30x2 
 
 

 x1       + t1                =  8  
       x2      + t2           =  6  
 x1 + 2x2           + t3      = 15  
2x1 +  x2                + t4 = 18  

 
 

x1 ≥ 0 x2 ≥ 0  t1 ≥ 0 t2 ≥ 0 t3 ≥ 0 t4 ≥ 0 
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Exemple 2
x1 = 0

t3 = 0

t2 = 0

t1 = 0

x2 = 0

t4 = 0
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Exemple 2 - Remarques

• Le domaine réalisable est un polygone 
convexe.

• Contrainte = côté du polygone = une 
variable égale à 0.

• Sommet = intersection de deux côtés = 
deux variables égales à 0.

• n = 6, m = 4
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Base

• Sous-matrice non singulière B, m´m, de A.
• Colonnes de B : vecteurs de base :

– Soit B = { Pj1 , Pj2 , … , Pjm }.
– I(B) = { j1 , j2 , … , jm } = ensemble des indices 

de base.
– xj1 , xj2 , … , xjm : variables de base.
– J(B) = ensemble des indices hors base ®

variables hors base. 
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Solution de base

• Solution obtenue à partir d’une base B, 
en annulant les n–m variables hors base 
et en résolvant le système de Cramer 
associé aux m variables de base :

AX = b  Þ BXB = b  Þ XB = B–1 b
• Cas particuliers :

– Solution de base réalisable (s.b.r.) : XB ≥ 0
– Solution de base explicitée : si B = I, 
Þ XB = b
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Exemple 2 : bases
Max z = 40x1 + 30x2 

 
 

 x1       ≤  8  
       x2 ≤  6  
 x1 + 2x2 ≤ 15  
2x1 +  x2 ≤ 18  

 
 

x1 ≥ 0  x2 ≥ 0 
 

ßÝ 
 

Max z = 40x1 + 30x2 
 
 

 x1       + t1                =  8  
       x2      + t2           =  6  
 x1 + 2x2           + t3      = 15  
2x1 +  x2                + t4 = 18  

 
 

x1 ≥ 0 x2 ≥ 0  t1 ≥ 0 t2 ≥ 0 t3 ≥ 0 t4 ≥ 0 
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Exemple 2 - Remarques

• Le domaine réalisable est un polygone 
convexe.

• Contrainte = côté du polygone = une 
variable égale à 0.

• Sommet = intersection de deux côtés = 
deux variables égales à 0.

• n = 6, m = 4
• Solution de base : n-m = 2 variables hors 

base (égales à 0) !
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s.b.r. de l’exemple 2
Enumération des Solutions de Base 

Sommet x1 x2 t1 t2 t3 t4 z Solution 
O 0 0 8 6 15 18 0 s.b.r. 
 0  0    - - 

E 0 6 8 0 3 12 180 s.b.r. 
 0 7,5 8 -1,5 0 10,5 - s.b. 
 0 18 8 -12 -21 0 - s.b. 

A 8 0 0 6 7 2 320 s.b.r. 
  0  0   - - 
 15 0 -7 6 0 -12 - s.b. 
 9 0 -1 6 6 0 - s.b. 
 8 6 0 0 -5 -4 - s.b. 
 8 3,5 0 2,5 0 -1,5 - s.b. 

B 8 2 0 4 3 0 380 s.b.r. 
D 3 6 5 0 0 6 300 s.b.r. 
 6 6 2 0 -3 0 - s.b. 

C 7 4 1 2 0 0 400 s.b.r.ºs.o. 
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Résultats fondamentaux
• Ensembles convexes :

E Ì Rn est dit convexe si pour tout  X1 , 
X2 Î E on a :

X = a X1 + (1–a) X2 Î E,  pour tout  0 ≤ a ≤ 1

(toute combinaison linéaire convexe de 2 points de E est encore un point de E)

X1
X2••

•

•
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Ensembles convexes

• Sommet d’un ensemble convexe :
X Î E est appelé point extrême ou sommet 
de E si :

X = a X1 + (1–a) X2 avec  X1, X2 Î E et 0 < a < 1
Þ X = X1 = X2

•
•

•
•

•
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Ensembles convexes

• Polyèdre convexe :
Ensemble convexe borné comportant un 
nombre fini de sommets.

• Propriété :
Tout point d’un polyèdre convexe peut 
s’exprimer comme combinaison linéaire 
convexe des sommets du polyèdre.
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Théorème 1

• L’ensemble P = { X ôAX ≤ b , X ≥ 0 } est 
convexe.

• Démonstration :
Soient  X1 , X2 Î P et  0 ≤ a ≤ 1 :

Il faut montrer que  X = a X1 + (1–a) X2 Î P

Or :

� X1 ≥ 0  ,  X2 ≥ 0  et  0 ≤ a ≤ 1  Þ a X1 + (1–a) X2 ≥ 0

� AX1 ≤ b  et  AX2 ≤ b  Þ A (a X1 + (1–a) X2) ≤ b
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Théorème 2

• Théorème de Weyl :
L’ensemble P = { X ôAX ≤ b , X ≥ 0 } est :
– soit vide,
– soit un polyèdre convexe,
– soit un ensemble polyédrique convexe non borné.
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Théorème 3
• Dans le cas où P = { X ôAX ≤ b , X ≥ 0 }

est un polyèdre convexe, l’ensemble 
des s.o. du PL contient au moins un 
sommet de P.

• Démonstration :
Soit X une s.r. du PL  opt { CX ôAX ≤ b , X ≥ 0 } :

X = a1 S1 + a2 S2 + … + ak Sk

où S1 , S2 , … , Sk sont les sommets de P, et :

ai ≥ 0 (i=1,2,…,k) avec å
i=1

k
ai  = 1 
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Théorème 3 (suite)
CX = a1 CS1 + a2 CS2 + … + ak CSk

Soit :

CSm = min { CSj ; j=1,2,…,k }

CSM = max { CSj ; j=1,2,…,k }

Il vient :

CSm ≤ CX ≤ CSM

Conclusion :

Pour un PL à maximum : SM est une s.o.

Pour un PL à minimum : Sm est une s.o.



2019/2020 274

Théorème 4

• Soit le PL  min { CX ôAX = b , X ≥ 0 }.
• Si A est de rang m , tout sommet de 

l’ensemble P = { X ôAX = b , X ≥ 0 }
correspond à une s.b.r. du PL, et 
réciproquement.

• Conclusion : On peut se limiter à l’étude 
des sommets du polyèdre P, c’est-à-dire 
à celle des s.b.r.
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Dénombrement des bases

• Principe :
Calculer l'ensemble des s.b.r. du P.L. et 
comparer les valeurs prises par la 
fonction économique.

• Inconvénients :
– Grand nombre de s.b. à calculer (cf. nombre 

de combinaisons de n variables m à m).
– Ne permet pas de détecter une s.o. infinie.
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Algorithme du simplexe

• Principe :
Cheminer de sommet 
(s.b.r.) en sommet 
adjacent en améliorant 
à chaque étape la 
fonction économique z, 
jusqu'à atteindre une 
solution optimale ou à 
montrer que la solution 
optimale est infinie.
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Algorithme du simplexe
• Passer d'un sommet à un sommet adjacent 

revient à permuter une variable de base et une 
variable hors base :
– faire entrer en base une variable hors base,
– faire sortir de base une variable de base.

• Conditions d’application :
– Contraintes sous formes d'équations

(Þ variables d'écarts éventuellement).
– 1ère solution de base réalisable explicitée (sinon 

méthode M ou méthode en deux phases) 
(Þ càd A contient une sous-matrice unité et b ≥ 0).
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Exemple 2
x1 = 0

t3 = 0

t2 = 0

t1 = 0

x2 = 0

t4 = 0
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Mise en œuvre

• Formules de changement de base.
• Variation de z lors d’un changement de 

base.
• Critères de choix d’un changement de 

base.
• Critère d’optimalité.
• Détection d’une solution optimale infinie.

• Méthode de la base artificielle.
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Formules
de changement de base

• min { CX ôAX = b , X ≥ 0 }.
• s.b.r. explicitée (base B) :

– A contient une sous-matrice unité (m´m) et b ≥ 0.
– soit I(B) = { 1, 2, … , m } : ensemble des indices de 

base.
– soit J(B) = { m+1, … , n } : ensemble des indices hors 

base.

• s.b.r. correspondante :

xi = bi "i ÎI(B)
xj = 0 "jÎJ(B)
ì 
í 
î 

z0 = cibi
iÎI(B)
å
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Changement de base

• Passer à une nouvelle s.b.r. explicitée (base B’):
– Càd. réécrire le système des contraintes sous une 

forme équivalente A’X = b’ où b’ ≥ 0 et A’ contient une 
sous-matrice unité B’. 

• Nouvelle s.b.r. :

• xr (r Î I(B)) est remplacée par xk (k Î J(B))
® nouvelle base B’ : I(B’) = ( I(B) È {k} ) \ {r}

à expliciter.

xi = bi' "iÎI(B' )
x j = 0 "jÎJ(B' )
ì 
í 
î 

z0' = cibi'
iÎI(B' )
å
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Changement de base

• P1 , P2 , … , Pm : base de l’espace des 
contraintes :

• Dans la nouvelle base, si ark ≠ 0 :  

Pj = aijPi 
iÎI(B)
å ,    j =1,2,…, n P0 = biPi

iÎI(B)
å

Pk = a ikPi
iÎI(B)
å

= a ikPi + arkPr
iÎI(B)
i¹r

å

Pr =
1

ark
Pk -

aik
a rkiÎI(B)

i¹r

å  Pi
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Changement de base

• Donc : Pj = aij Pi + a rj Pr
iÎI(B)

i¹r

å

= aij -
a rj aik

a rk

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷  Pi +

a rj
a rk

 Pk
iÎI(B)

i¹r

å

P0 = bi Pi + br Pr
iÎI(B)

i¹r

å

= bi -
br aik

ark

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷  Pi + br

ark
 Pk

iÎI(B)
i¹r

å
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Changement de base

• Par ailleurs :

® Formules de changement de base :

b' i = bi -
br aik
a rk

  ,    "i ÎI(B' ),  i ¹ k

b' k = br
ark

ì 

í 
ï ï 

î 
ï 
ï 

Pj =  a' ij Pi
iÎI(B')
å P0 =  b' i Pi

iÎI(B' )
å

a' ij = aij -
arj aik

ark
  ,    "i ÎI(B' ),  i ¹ k

a'kj =
arj
ark

ì 

í 
ï ï 

î 
ï 
ï 
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Changement de base

• Lorsque B est explicitée :
– aij : coeff. de xj dans la contrainte où la variable en 

base est xi

– bi : second membre de la contrainte (valeur de xi)

• Lorsque B’ est explicitée :
– a’ij : coeff. de xj dans la contrainte où la variable en 

base est xi

– b’i : second membre de la contrainte (valeur de xi)

• ark est le pivot du changement de base
® doit être positif pour que B’ soit réalisable !
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Variation de z

• Soit :

• En B’ :

z j = ci  aij
iÎI(B)
å z0 = ci bi

iÎI(B)
å

z' 0 = ci b' i
iÎI(B' )
å

= ci b' i
iÎI(B)
å - cr b' r +ck b' k

= ci bi -
br aik
a rk

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ + ck

br
a rkiÎI(B)

å

= z0 -
br
ark

zk - ck( )
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Variation de z

• Pour un PL à maximum : intérêt à avoir zk - ck < 0
• Pour un PL à minimum : intérêt à avoir zk - ck > 0
• Pour i Î I(B) : zi – ci = 0
• Calcul des zj – cj dans la nouvelle base : 

z' j -cj = ci a' ij
iÎI(B' )
å - c j

= ci aij -
a rj aik

a rk

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ + ck

a rj
a rk

- cr a' rj -c j
iÎI(B)
å

z' j -cj = z j - c j( )- arj
ark

zk - ck( )
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Variation de z

• Expression de z en une s.r. quelconque Q
en fonction de z0 :

• Or :

• D’où : 

z(Q) = cj x j
j=1

n
å

= ci  xi
iÎI(B)
å + c j x j

jÎJ(B)
å

xi + aij x j
jÎJ(B)
å = bi ,   "iÎI(B)

z(Q) = ci  bi
iÎI(B)
å - z j - c j( ) x j

jÎJ(B)
å

= z0 - z j - c j( ) xj
jÎJ(B)
å
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Critère d’optimalité

• Pour la s.b.r. correspondant à la base B :
– Pour un PL à max : zj – cj ≥ 0   "jÎJ(B)
– Pour un PL à min :zj – cj ≤ 0   "jÎJ(B)

• Démonstration :
Résulte directement de la propriété 
précédente :
– Pour un PL à max : z(Q) ≤ z0 " s.r. Q
– Pour un PL à min :z(Q) ≥ z0 " s.r. Q
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Solution optimale infinie

• Pour un PL à minimum, si $ k Î J(B) tel 
que :

Alors la s.o. est infinie (cas non borné).
• Démonstration :

En prenant xk > 0 (xk = 0 en B), on 
obtient une s.r. Q avec :

xi = bi – aik xk ≥ 0    " iÎI(B)
et

z(Q) = z0 – (zk – ck) xk < z0

zk - ck > 0 et aik £ 0 ,   "i
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Choix du changement de base

• Pour un PL à minimum :
– Si B ne correspond pas à une s.o. et si la s.o. 

n’est pas infinie :

– Choix de la variable qui entre en base :

– Choix de la variable qui sort de base :

$jÎJ(B) : z j - cj > 0  et  $i :  aij > 0

xk  avec  zk œ ck = max
z j -c j>0

(zj - cj ) 

xr  avec  ark > 0  et  
br
ark

= min
aik>0

bi
aik
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Choix du changement de base

• Nouvelle s.b.r. (meilleure) :

• Pour un PL à maximum :

b' i = bi -
br aik
a rk

³ 0  ,    "i ¹ k

b' k = br
ark

³ 0

ì 

í 
ï ï 

î 
ï 
ï 

xk  avec  zk œ ck = min
z j -c j<0

(zj - cj ) 
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Exemple 2
Max z = 40x1 + 30x2 

 
 

 x1       ≤  8  
       x2 ≤  6  
 x1 + 2x2 ≤ 15  
2x1 +  x2 ≤ 18  

 
 

x1 ≥ 0  x2 ≥ 0 
 

ßÝ 
 

Max z = 40x1 + 30x2 
 
 

 x1       + t1                =  8  
       x2      + t2           =  6  
 x1 + 2x2           + t3      = 15  
2x1 +  x2                + t4 = 18  

 
 

x1 ≥ 0 x2 ≥ 0  t1 ≥ 0 t2 ≥ 0 t3 ≥ 0 t4 ≥ 0 
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Tableau simplexe

 max  40 30 0 0 0 0 
B cB P0 x1 x2 t1 t2 t3 t4 

t1 0 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 15 1 2 0 0 1 0 
t4 0 18 2 1 0 0 0 1 

  0 –40 –30 0 0 0 0 
 

cj : coefficients de la fonction économique

zj - cjz0

variables de base (col. matrice unité)

bi : seconds membres des contraintes
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Tableau simplexe

• 1ère s.b.r. explicitée :
– Variables de base : t1=8, t2=6, t3=15, t4=18
– Variables hors base : x1=0, x2=0
– Valeur de la fonction économique : z0=0

 max  40 30 0 0 0 0 
B cB P0 x1 x2 t1 t2 t3 t4 

t1 0 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 15 1 2 0 0 1 0 
t4 0 18 2 1 0 0 0 1 

  0 –40 –30 0 0 0 0 
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Exemple 2
x1 = 0

t3 = 0

t2 = 0

t1 = 0

x2 = 0

t4 = 0
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Règles de changement de base

• La ligne du pivot est divisée par la valeur 
du pivot (ark).

• Les autres lignes du tableau simplexe 
sont transformées par la règle du 
rectangle :

nouveau ancien
pivot
L C´

= -
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Exemple 2
1er changement de base

 max  40 30 0 0 0 0 
B cB P0 x1 x2 t1 t2 t3 t4 

t1 0 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 15 1 2 0 0 1 0 
t4 0 18 2 1 0 0 0 1 

  0 –40 –30 0 0 0 0 

x1 40 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 7 0 2 -1 0 1 0 
t4 0 2 0 1 -2 0 0 1 

  320 0 –30 40 0 0 0 
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Exemple 2
 max  40 30 0 0 0 0 
B cB P0 x1 x2 t1 t2 t3 t4 

t1 0 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 15 1 2 0 0 1 0 
t4 0 18 2 1 0 0 0 1 

  0 –40 –30 0 0 0 0 
x1 40 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 6 0 1 0 1 0 0 
t3 0 7 0 2 -1 0 1 0 
t4 0 2 0 1 -2 0 0 1 

  320 0 –30 40 0 0 0 

x1 40 8 1 0 1 0 0 0 
t2 0 4 0 0 2 1 0 -1 
t3 0 3 0 0 3 0 1 -2 
x2 30 2 0 1 -2 0 0 1 

  380 0 0 –20 0 0 30 

x1 40 7 1 0 0 0 -1/3 2/3 
t2 0 2 0 0 0 1 -2/3 1/3 
t1 0 1 0 0 1 0 1/3 -2/3 
x2 30 4 0 1 0 0 2/3 -1/3 

  400 0 0 0 0 20/3 50/3 
 

O ®A ® B ® C
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Exemple 3

Max  z = x1 + x2
x1 £ 5

x2 £ 3
x1 + x2 £ 7

x1, x2 ³ 0

ì 

í 
ï 

î 
ï 

aaa

5

3

•
•

2 s.b.r. optimales Þ infinité de s.o.

x1

x2
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Exemple 3
 Max  1 1 0 0 0 

B CB P0 x1 x2 t1 t2 t3 
t1 0 5 1   0 1 0 0 
t2 0 3 0 1 0 1 0 
t3 0 7 1 1 0 0 1 
  0 œ1 œ1 0 0 0 

x1 1 5 1 0 1 0 0 
t2 0 3 0 1 0 1 0 
t3 0 2 0 1   œ1 0 1 
  5 0 œ1 1 0 0 

x1 1 5 1 0 1 0 0 
t2 0 1 0 0 1   1 œ1 
x2 1 2 0 1 œ1 0 œ1 
  7 0 0 0 0 1 

x1 1 4 1 0 0 œ1 1 
t1 0 1 0 0 1 1 œ1 
x2 1 3 0 1 0 1 0 
  7 0 0 0 0 1 
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Méthode de la base artificielle

• Quand il n’y a pas de s.b.r. explicitée !
• Exemple 4 : Min  z = x1 + 2x2

2x1 + x2 ³ 8
x1 + x2 ³ 6
x1 + 5x2 ³ 10

x1,x2 ³ 0

ì 

í 
ï 

î 
ï 

Min  z = x1 + 2x2
2x1 + x2 - t1 = 8

x1 + x2 - t2 = 6
x1 + 5x2 - t3 = 10

x1,x2,t1,t2 ,t3 ³ 0

ì 

í 
ï 

î 
ï 
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Méthode de la base artificielle

• Principe : ajouter des variables 
artificielles pour construire une s.b.r. 
explicitée dans le PL.

• Remplacer le PL par un PL « artificiel » 
dont la s.o. (obtenue par l’algorithme du 
simplexe) correspondra à celle du PL de 
départ (si pas contradictoire).
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Méthode de la base artificielle

• Soit le PL(1) à résoudre :

Min  z = c jx j
j=1

n
å

aijx j = bi ,   i =1,…, m  (bi ³ 0)
j=1

n
å

x j ³ 0 ,  j = 1,…,n

ì 

í 
ï 

î 
ï 
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Méthode de la base artificielle

• On remplace le PL(1) par le PL(2) suivant :

où les vi sont des variables artificielles et 
M est un nombre positif arbitrairement 
grand.

Min  z = c jx j
j=1

n
å -M vi

i=1

m
å

aijx j + vi = bi ,   i =1,…, m
j=1

n
å

x j ³ 0  ( j = 1,…, n),    vi ³ 0  (i = 1,…, m)

ì 

í 
ï 

î 
ï 
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Propriétés

• PL(2) Û PL(1)   ssi   vi = 0 " i=1,…,m
• s.o. finie pour PL(1) Þ s.o. de PL(2) aussi.
• Conclusion :

– PL(2) admet une s.o. avec vi = 0 " i Þ s.o. 
de PL(1).

– PL(2) admet une s.o. avec $ vi > 0 Þ PL(1) 
contradictoire. 



2019/2020 307

Exemple 4

Min  z = x1 + 2x2
2x1 + x2 ³ 8

x1 + x2 ³ 6
x1 + 5x2 ³ 10

x1,x2 ³ 0

ì 

í 
ï 

î 
ï 

aaa

O x1
D1

x2

D2
D3D4

Domaine
Réalisable

A
B

C

5

5

10

10

15

15

Min  z = x1 + 2x2 + Mv1 + Mv2 + Mv3
2x1 + x2 - t1 + v1 = 8

x1 + x2 - t2 + v2 = 6
x1 + 5x2 - t3 + v3 = 10

x1,x2, t1,t2 ,t3 ³ 0

ì 

í 
ï 

î 
ï 
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Exemple 4
   1 2 0 0 0 M M M 

B CB P0 x1 x2 t1 t2 t3 v1 v2 v3 
v1 M 8 2 1 œ1 0 0 1 0 0 
v2 M 6 1 1 0 œ1 0 0 1 0 
v3 M 10 1 5 0 0 œ1 0 0 1 
  0 œ1 œ2 0 0 0 0 0 0 
  24M 4M 7M œM œM œM 0 0 0 

v1 M 6 9/5 0 œ1 0 1/5 1 0  
v2 M 4 4/5 0 0 œ1 1/5 0 1  
x2 2 2 1/5 1 0 0 œ1/5 0 0  
  4 œ3/5 0 0 0 œ2/5 0 0  
  10M 13/5M 0 œM œM 2/5M 0 0  

x1 1 10/3 1 0 œ5/9 0 1/9  0  
v2 M 4/3 0 0 4/9 œ1 1/9  1  
x2 2 4/3 0 1 1/9 0 œ2/9  0  
  6 0 0 œ1/3 0 œ1/3  0  
  4/3M 0 0 4/9M œM 1/9M  0  

x1 1 5 1 0 0 œ5/4 1/4    
t1 0 3 0 0 1 œ9/4 1/4    
x2 2 1 0 1 0 1/4 œ1/4    
  7 0 0 0 œ3/4 œ1/4    
  0 0 0 0 0 0    
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PL en variables 0-1

• Définition (forme canonique) :

avec B2 = {0;1}

min  c1x1 + c2x2+…+cnxn( )

a11x1 + a12x2+…+a1nxn ³ b1
a21x1 + a22x2 +…+a2nxn ³ b2

…
am1x1 + am2x2 +…+amnxn ³ bm

ì 

í 
ï 

î 
ï 

x1, x2 ,…, xn Î 0;1{ } et c1,c2,…,cn ³ 0

min  cX
AX ³ b
X ÎB2

n
ì í î 
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Terminologie

• Solution :

• Solution admissible (solution réalisable) :

Solution X avec : t = b – AX ≤ 0

• NB: Nombre de s. admissibles fini : ≤ 2n

22 = 4 23 = 8 24 = 16
210 = 1.024 220 = 1.048.576

2100 = 1,3x1030

2

nX BÎ
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Algorithme de résolution

• Procédure de séparation et d’évaluation 
séquentielle (PSES).

• Construction d’une arborescence :
– Chaque sommet correspond à un ensemble 

de solutions.
– Au départ, toutes les variables sont libres 

(valeur non fixée).
– Progressivement, on fixe les valeurs de 

certaines variables.
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PSES

• Principe de séparation :
– Choisir une variable libre et construire deux 

sous-ensembles de solutions, suivant que 
cette variable est portée à 0 ou à 1. 
Continuer ainsi jusqu’à obtenir des sous-
ensembles sondables.

• Utilisation de vecteurs f-booléens :
– Vecteurs dont les composantes peuvent être 

égales à 0, 1 ou f (si la variable 
correspondante est libre) ® correspondent à 
des sous-ensembles de solutions. 
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Exemple

• n = 5
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Ensemble sondable

• Ensemble qui ne doit plus être séparé 
parce que :

1. On connaît la meilleure solution de 
l’ensemble.

2. On connaît une solution meilleure que 
toutes celles de l’ensemble.

3. On sait que l’ensemble ne contient aucune 
solution admissible.
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Principe de la PSES

• L’arborescence est parcourue 
séquentiellement, en commençant par 
les branches de droite (variables portées 
à 1) jusqu’à rencontrer un ensemble 
sondable.

• A chaque étape, un vecteur de 
régression (liste), noté R, est mis à jour.  
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Vecteur de régression
• Au départ : R = Æ,
• Lorsqu’une variable est portée à 1, on ajoute son indice 

dans R :
xi, xj, xk successivement portées à 1 ® R = ( i j k )

• Lorsqu’un ensemble sondable est atteint, on remonte 
d’un niveau dans l’arborescence et on porte à 0 la 
dernière variable fixée à 1. Dans R, l’indice 
correspondant est souligné :

® R = ( i j k )
• On continue à se déplacer vers la droite jusqu’à obtenir 

un nouvel ensemble sondable :
xl portée à 1 ® R = ( i j k l )
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Vecteur de régression (2)
• Si l’ensemble est sondable, on remonte et on fixe xl à 0 :

® R = ( i j k l )
• Si le sous-ensemble obtenu est sondable, on remonte 

dans l’arborescence d’autant de niveaux qu’il y a de 
variables soulignées à la fin du vecteur R, et on porte à 0
la première variable non-soulignée rencontrée :

® R = ( i j )
• On continue jusqu’à ce que R = Æ. Toute l’arborescence a 

alors été sondée (du moins implicitement) et la meilleure 
solution trouvée est une solution optimale du 
programme. 
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Fonction d’évaluation

• Soit S un sous-ensemble de solutions de 
l’arborescence :
– vecteur f-booléen X.
– on construit le vecteur booléen X en 

remplaçant les f de X par des 0.
– on pose B(S) = c X

• B(S) est une borne inférieure :

cX £ min
XÎS

 cjxj
j=1

n
å
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Tests d’optimalité et 
d’admissibilité

• Soit S un sous-ensemble de solutions à 
analyser :
– vecteur f-booléen X
– Xopt - la meilleure solution admissible 

trouvée
– Vopt - la valeur de la fonction économique 

en Xopt
(initialisation : Vopt = ∞) 
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Tests d’optimalité

• T1 : test d’optimalité
– Si c X ≥ Vopt : S ne peut contenir de solution 

meilleure que Xopt ® S est sondable ®
régression.

– Si c X < Vopt : S peut contenir des solutions 
admissibles meilleures que Xopt ® test T2

• T2 : test d’optimalité conditionnelle

® permet d’accélérer la procédure.
® test T3

"xj = f :   on pose xj = 0  si  cX+ cj ³Vopt
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Tests d’admissibilité

• T3 : test d’admissibilité
– Soit t = b – A X
– Si t ≤ 0 :

X est une solution admissible meilleure que Xopt
(par T1)

® on pose Xopt = X et Vopt = c X
® régression.

– Si t possède au moins une composante positive :
X n’est pas admissible.

® test T4
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Tests d’admissibilité

• T4 : test d’admissibilité conditionnelle
– Soit

– Si $ pi > 0 :
S ne peut pas contenir de solution admissible.

® régression.
– Si pi ≤ 0 " i :

S peut contenir une solution admissible.
® sonder S en le séparant
en deux sous-ensembles. 

pi = ti -   max 0 , aij( )
j: x j=f
å
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Principe de séparation

• Porter une des variables libres à 0
(branche de gauche) et à 1 (branche de 
droite).

• Choix d’une variable libre :
– " xj = f :

– on choisit xk telle que :

S(xj) =  max 0 , ti - aij( )
i: ti >0
å

S(xk) = min
j: x j=f

S(xj)
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Présentation en tableau
S X = ( ……… ) 

X = ( ……… ) 
Xopt = ( ……… ) 

c X = … Vopt = … 
T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö     

  
 

  

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö     

  
 

  

 
S(x1) …  S(xn) 

R : ( ……… ) 
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Exemple

min 5x1 + 7x2 + 3x3 + x4( )
x1 - 2x2 + 3x3 - 2x4 ³ 1

-2x1 + 6x2 - x3 4 ³ 1
x1 + x2 + x3 + x4 ³ 2

ì 
í 
ï 

î ï 
xi Î 0;1{ },   i = 1,2,3,4
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Résolution (1)
S0 X = ( f f f f ) 

X = ( 0 0 0 0 ) 
Xopt = / 

c X = 0 Vopt = ∞ 
T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
1
1
2

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
œ3
œ5
œ2

   

 
S(x1) = 4 
S(x2) = 4 

S(x3) = 3 
S(x4) = 5 

R : ( 3 ) 
 

S1 X = ( f f 1 f ) 
X = ( 0 0 1 0 ) 

Xopt = / 
c X = 3 Vopt = ∞ 

T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
œ2
 2
 1

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
œ3
œ4
œ2

   

 
S(x1) = 4 
S(x2) = 0 

 
S(x4) = 2 

R : ( 3 2 ) 
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Résolution (2)
S2 X = ( f 1 1 f ) 

X = ( 0 1 1 0 ) 
Xopt = / 

c X = 10 Vopt = ∞ 
T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
 0
œ4
 0

   

 

T4 
 

S(x1) = 4 
S(x2) = 4 

S(x3) = 3 
S(x4) = 5 

R : ( 3 2 ) 
 

S3 X = ( f 0 1 f ) 
X = ( 0 0 1 0 ) 

Xopt = ( 0 1 1 0 ) 
c X = 3 Vopt = 10 

T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
œ2
 2
 1

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
œ3
 2
œ1

   

 
 
 

 
 

R : ( 3 ) 
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Résolution (3)
S4 X = ( f f 0 f ) 

X = ( 0 0 0 0 ) 
Xopt = ( 0 1 1 0 ) 

c X = 0 Vopt = 10 
T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
1
1
2

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
 0
œ5
œ1

   

 
S(x1) = 4 
S(x2) = 4 

 
S(x4) = 5 

R : ( 3 1 ) 
 

S5 X = ( 1 f 0 f ) 
X = ( 1 0 0 0 ) 

Xopt = ( 0 1 1 0 ) 
c X = 5 Vopt = 10 

T2 x2 = 0 
T3 

 
 
 
  

 

T4 
 
 
 
  

 
 
 

 
 

R : ( 3 1 2 ) 
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Résolution (4)
S6 X = ( 1 0 0 f ) 

X = ( 1 0 0 0 ) 
Xopt = ( 0 1 1 0 ) 

c X = 5 Vopt = 10 
T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
0
3
1

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
0
3
0

   

 
 
 

 
 

R : ( 3 1 ) 
 

S7 X = ( 0 f 0 f ) 
X = ( 0 0 0 0 ) 

Xopt = ( 0 1 1 0 ) 
c X = 0 Vopt = 10 

T2 
T3 

t = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
1
1
2

   

 

T4 

p = 
è
ç
ç
æ

ø
÷
÷
ö

 
 1
œ5
 0

   

 
 
 

 
 

R : ( Æ ) 
 


