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Ex.1.




a.  Construire un algorithme permettant de calculer les rangs des sommets d’un graphe.

1.  Ecrire la matrice d’adjacence et poser k=0.

2.  X( k ) = { sommets correspondants aux colonnes non barrées ne contenant que des 0 ou des 1 barrés }.  Si X( k ) = (, aller en 4 sinon, barrer les colonnes et lignes correspondant à X( k ).

3.  k := k + 1, retourner en 2.

4.  X( 0 ), X( 1 ), ..., X( k-1 ) sont les k rangs du graphe.

b.  Calculer les rangs des sommets du graphe.

	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i
	
	1° Ecrire la matrice d’adjacence et poser k=0.

	a
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	
	2° X( 0 ) = {d,e} ( X( 0 ) ( (

	b
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	     barrer les colonnes et lignes.

	c
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	
	3° k=1, retour en 2.

	d
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	
	2° X( 1 ) = {a,b}  ( X( 1 ) ( (

	e
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	     barrer les colonnes et lignes

	f
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	3° k=2, retour en 2.

	g
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	2° X( 2 ) = { i }  ( X( 2 ) ( (

	h
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	     barrer les colonnes et lignes

	i
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	
	3° k=3, retour en 2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	2° X( 3 ) = {c,g,h }  ( X( 3 ) ( (
     barrer les colonnes et lignes

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	3° k=4, retour en 2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	2° X( 4 ) = {f}  ( X( 4 ) ( (
     barrer les colonnes et lignes

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	3° k=5, retour en 2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	2° X( 5 ) = {}  ( x( 0 ) = (, aller en 4

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	4° ( Tout est barré ? Oui  ( pas de circuit.




La solution est X( 0 ) = {d,e}, X( 1 ) = {a,b}, X( 2 ) = {i}, X( 3 ) = {c,g,h}, X( 4 ) = {f}.

Ex.1.




c. Calculer les niveaux des sommets du graphe.


	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i
	j
	k
	
	1° Ecrire la matrice d’adjacence et poser k=0.

	a
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	2° X( 0 ) = {a,b,i} ( X( 0 ) ( (

	b
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	     barrer les colonnes et lignes.

	c
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	
	3° k=1, retour en 2.

	d
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	
	2° X( 1 ) = {}  ( X( 1 ) = (, aller en 4.

	e
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	
	4° ( Tout est barré ? Non  ( Circuit !

	f
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	
	

	g
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	
	

	h
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	
	

	i
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	

	j
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	
	

	k
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	
	




Il n’y a pas de solution.

Ex.6.

Déterminer un arbre partiel minimum dans le graphe suivant par l’algorithme de Prim.




1.  Choisir un sommet arbitrairement et marquer l’arête de valeur minimum issue de ce sommet.  Je choisi le sommet â et donc je marque l’arête (a,f).

2.  ( = {a,f} et ( ( X.

3.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {f,c}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

4.  ( = {a,f,c} et ( ( X.

5.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {c,d}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

6.  ( = {a,f,c,d} et ( ( X.

7.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est ... ?  Attention, l’arête {a,d} part de ( mais n’aboutit pas dans X \ (, elle crée une chaîne dans (.  L’arête de valeur minimum est {c,h}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

8.  ( = {a,f,c,d,h} et ( ( X.

9.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {h,b}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

10.  ( = {a,f,c,d,h,b} et ( ( X.

11.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {b,e}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

12.  ( = {a,f,c,d,h,b,e} et ( ( X.

13.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {g,d}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

14.  ( = {a,f,c,d,h,b,e,g} et ( = X, je vais en 4.

15.  L’ensemble des arêtes marquées constitue un arbre partiel minimum.

Ex.7.

On désire construire un réseau de relais de télévision reliant sept villes importantes.  Les coûts des liaisons possibles sont indiqués dans le tableau ci-dessous (un coût infini signifie que la liaison est impossible).  Quel réseau doit-on choisir pour que le coût total soit minimal ?

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	A
	0
	8
	8
	3
	11
	10
	9

	B
	8
	0
	4
	7
	12
	(
	4

	C
	8
	4
	0
	(
	9
	7
	6

	D
	3
	7
	(
	0
	13
	9
	(

	E
	11
	12
	9
	13
	0
	9
	8

	F
	10
	(
	7
	9
	9
	0
	5

	G
	9
	4
	6
	(
	8
	5
	0





1.  Choisir un sommet arbitrairement et marquer l’arête de valeur minimum issue de ce sommet.  Je choisi le sommet b et donc je marque l’arête (b,c).

2.  ( = {b,c} et ( ( X.

3.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {b,g}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

4.  ( = {b,c,g} et ( ( X.

5.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {g,f}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

6.  ( = {b,c,g,f} et ( ( X.

7.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {b,d}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

8.  ( = {b,c,g,f,d} et ( ( X.

9.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {d,a}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

10.  ( = {b,c,g,f,d,a} et ( ( X.

11.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {g,e}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

12.  ( = {b,c,g,f,d,a,e} et ( = X, je vais en 4.

13.  L’ensemble des arêtes marquées constitue un arbre partiel minimum.

Ex.12.

Appliquer l’algorithme de Prim au graphe défini par la matrice ci-dessous.  Indiquer clairement les étapes intermédiaires.

	
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	A
	1
	5
	6
	7
	8
	9

	B
	
	10
	11
	12
	13
	14

	C
	
	
	2
	15
	16
	17

	D
	
	
	
	3
	18
	19

	E
	
	
	
	
	20
	21

	F
	
	
	
	
	
	4





1.  Choisir un sommet arbitrairement et marquer l’arête de valeur minimum issue de ce sommet.  Je choisi le sommet f et donc je marque l’arête (f,g).

2.  ( = {f,g} et ( ( X.

3.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {f,a}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

4.  ( = {f,g,a} et ( ( X.

5.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {a,b}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

6.  ( = {f,g,a,b} et ( ( X.

7.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {a,c}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

8.  ( = {f,g,a,b,c} et ( ( X.

9.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {c,d}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

10.  ( = {f,g,a,b,c,d} et ( ( X.

11.  L’arête de valeur minimum joignant un sommet de ( à un sommet de X \ ( est {d,e}.  Je marque cette arête et je retourne en 2.

12.  ( = {f,g,a,b,c,d,e} et ( = X., je vais en 4.

13.  L’ensemble des arêtes marquées constitue un arbre partiel minimum.

 Ex.8.
Le tableau ci-dessous contient les choix de 10 élèves parmi 8 cours possibles.  Ces cours se donnent à raison d’une heure par semaine et sont dispensés par 8 professeurs différents.  On désire connaître le nombre minimum d’heures nécessaires pour que chaque élève reçoive son programme complet.  Exprimer ce problème en termes de coloration des sommets d’un graphe et appliquer l’algorithme de Welsh et Powell au graphe.

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	
	C1
	x
	
	x
	
	
	
	x
	
	
	x

	
	C2
	x
	x
	x
	
	
	
	
	x
	
	

	
	C3
	
	
	
	x
	x
	x
	
	
	x
	

	
	C4
	x
	x
	
	x
	x
	
	x
	x
	
	x

	
	C5
	
	
	
	x
	x
	x
	
	
	x
	

	
	C6
	
	x
	x
	
	
	
	
	
	
	x

	
	C7
	
	
	
	
	
	x
	
	
	x
	

	
	C8
	
	
	
	
	
	
	x
	x
	
	





	
	Sommet
	Degré
	Numéro
	Couleur
	

	
	C4
	6
	1
	1
	1° Les sommets sont numérotés par ordre dé-

	
	C1
	4
	2
	2
	    croissant de leur degré, i = 1 et N = X.

	
	C2
	4
	3
	3
	2° Le sommet C4 (sommet de N qui a le plus

	
	C3
	3
	4
	2
	     petit numéro) reçoit la couleur i (1).

	
	C5
	3
	5
	3
	3° Ni = { C7 }. Sommet non coloré, non adjac.

	
	C6
	3
	6
	4
	     Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	C8
	3
	7
	4
	2° Le sommet C7 reçoit la couleur i (1).

	
	C7
	2
	8
	1
	3° Ni = { } soit (.

	
	4° N = { C1, C2, C3, C5, C6, C8 } ( (.  Poser  i := i + 1 (2) et aller en 2.

	
	2° Le sommet C1 reçoit la couleur i (2).

	
	3° Ni = { C3, C5 }. Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet C3 reçoit la couleur i (2).

	
	3° Ni = { } soit (.

	
	4° N = { C2, C5, C6, C8 } ( (.  Poser  i := i + 1 (3) et aller en 2.

	
	2° Le sommet C2 reçoit la couleur i (3).

	
	3° Ni = { C5 }. Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet C5 reçoit la couleur i (3).

	
	3° Ni = { } soit (.

	
	4° N = { C6, C8 } ( (.  Poser  i := i + 1 (4) et aller en 2.

	
	2° Le sommet C6 reçoit la couleur i (4).

	
	3° Ni = { C8 }. Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet C8 reçoit la couleur i (4).

	
	3° Ni = { } soit( et 4° N = { } = (.  On a une coloration en i (4) couleurs.


Ex.10.
On désire colorer la carte suivante avec un nombre minimum de couleurs.  Résoudre le problème par application de l’algorithme de Welsh et Powell.







	
	Sommet
	Degré
	Numéro
	Couleur
	

	
	C
	4
	1
	1
	1° Les sommets sont numérotés par ordre dé-

	
	F
	4
	2
	2
	    croissant de leur degré, i = 1 et N = X.

	
	A
	3
	3
	3
	2° Le sommet C (sommet de N qui a le plus

	
	D
	3
	4
	3
	     petit numéro) reçoit la couleur i (1).

	
	B
	2
	5
	2
	3° Ni = { E , G }. Sommets non colorés, non

	
	E
	1
	6
	1
	     adjac.  Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	G
	1
	7
	1
	2° Le sommet E reçoit la couleur i (1).

	
	3° Ni = { G }.  Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet G reçoit la couleur i (1).

	
	3° Ni = { }.  Ni = (.

	
	4° N = { A , B , D, F } ( (.  Poser i := i + 1 (2) et aller en 2.

	
	2° Le sommet F reçoit la couleur i (2).

	
	3° Ni = { B }.  Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet B reçoit la couleur i (2).

	
	3° Ni = { }.  Ni = (.

	
	4° N = { A , D } ( (.  Poser i := i + 1 (3) et aller en 2.

	
	2° Le sommet A reçoit la couleur i (3).

	
	3° Ni = { D }.  Ni ( (.  Poser N = Ni et aller en 2.

	
	2° Le sommet D reçoit la couleur i (3).

	
	3° Ni = { }.  Ni = (.

	
	4° N = { } = (.  On a une coloration en i (3) couleurs.


Ex.18. Algorithme de Ford
Un voyageur désire se rendre de la ville A à la ville G.  Etablir son itinéraire de façon à minimiser la distance parcourue.  Les valeurs portées aux arcs du graphe ci-dessous sont les distances entre les villes. 

 




	
	
	
	
	
	
	(5
	
	
	
	
	
	
	250D
	

	
	
	
	
	
	
	(4
	
	
	130D
	
	
	
	270C
	

	
	
	
	
	
	
	(3
	
	
	140E
	100F
	
	
	280C
	

	
	
	
	
	
	
	(2
	
	50A
	150B
	120B
	60A
	80B
	300A
	

	
	
	
	
	
	
	(1
	0
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	

	
	(5
	(4
	(3
	(2
	(1
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	

	
	
	
	
	
	0
	A
	0
	50
	(
	(
	60
	(
	300
	

	
	
	
	
	50
	(
	B
	(
	0
	100
	70
	45
	30
	(
	

	
	
	130
	140
	150
	(
	C
	(
	(
	0
	(
	(
	(
	140
	

	
	
	
	100
	120
	(
	D
	(
	(
	30
	0
	(
	(
	150
	

	
	
	
	
	60
	(
	E
	(
	(
	80
	(
	0
	80
	210
	

	
	
	
	
	80
	(
	F
	55
	(
	60
	20
	(
	0
	220
	

	
	
	
	280
	300
	(
	G
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	0
	


Remarque : 
Pour faciliter l’explication, j’utilise la notation (1, (2,... (exposant) pour indiquer les valeurs respectives des ( aux itérations 1, 2, ...  Il ne faut pas confondre avec les valeurs (1, (2,... (indices) qui représentent les valeurs de ( des sommets 1, 2, ...

Initialisation : Déterminer la matrice d’adjacence en posant cii=0 et cij=( pour les arcs non existants du graphe.

(  Déterminer les (1 : ceux-ci valent ( pour tous les sommets différents de la source et 0 pour la source (A).

Pour rappel : ( en un sommet représente la longueur du chemin du sommet de départ (source) à ce sommet.

On note donc en regard de la ligne (1 les valeurs 0, (, (, (, (, (, (.

Pour faciliter les calculs, on reporte cette ligne en colonne, c’est la première colonne à gauche des sommets, notée aussi (1.

(  Comment se construit la seconde ligne (2 au dessus de (1. 

L’algorithme nous dit que l’on cherche (xi, xj) tel que (j-(i > cij et qu’on le remplace (j par (j’=(i+cij..

En premier, on sait que le chemin de x1 vers x1 est de longueur 0.  On note donc 0 en ligne et aussi en colonne en regard de (2.

D’où vient la valeur 50 dans cette ligne (2  (Cette valeur donne la longueur du chemin entre le sommet source A et le sommet concerné B) ?.  Pour répondre, nous devons nous poser deux questions concernant les valeur (j et (i citées dans l’algorithme.

Quelle est la valeur du chemin entre le sommet de départ (source) et B (la valeur 50 concernant le sommet B) ?  Cette valeur se lit dans la ligne inférieure, soit celle de (1 et vaut (.  Dans l’algorithme, cette valeur correspond au (j.

Quelle est la valeur du chemin entre le sommet de départ (source) et tout autre sommet du graphe ?  Ces valeurs se lisent dans la colonne de même ( ou, s’il n’y a pas de valeur, dans celles de (. inférieures.  Dans l’algorithme ces valeurs correspondent au (i.

Résumons les faits : on sait que pour aller de A (sommet de départ) vers B, cela coûte ( (lecture en ligne, (j) et que pour aller de A (considéré en tant que sommet de départ) vers A (sommet quelconque), cela coûte 0 (lecture en colonne, (i).  Si on soustrait ces deux valeurs ((j -(i) soit (( - 0) et que cette valeur est supérieure à celle de l’arc (case du tableau) nous pouvons dire qu’il y a intérêt à utiliser l’arc et donc nous remplaçons la valeur du (2 en ligne par  (j + cij, ce qui dans le cas présent donne 0 + 50 = 50.

Dès que nous remplaçons une valeur en ligne, nous effectuons la même opération en colonne.

Calculons le (2 pour C : (j = ( (lecture en ligne).  Traitons les colonnes : ( - 0 ((2 de A) n’est pas supérieur à ( (coût pour aller de A vers C en un arc), ( - 50 ((2 de B)  est supérieur à 100 (coût pour aller de B vers C en un arc).  Nous notons donc 50 ((i ) + 100 (cij) = 150 comme (2 de C en ligne et en colonne.

Comme autre exemple, prenons le cas de la valeur 140 obtenue en (3 pour C.  Cette valeur se calcule en faisant 150 ((2 de C en ligne) - 60 ((2 de E en colonne) = 90 qui est une valeur supérieur au cij de l’arc E,C (80).  On prend donc et arc et on obtient 60 + 80 = 140.

(
Le chemin de valeur minimum de A à G est obtenu via D (D ( G = 150), précédé de F (F ( D = 20), précédé de B (B ( F = 30), jusque A (A ( B = 50).  La longueur du chemin vaut 250.

 Ex.18. Algorithme de Bellman-Kalaba
Un voyageur désire se rendre de la ville A à la ville G.  Etablir son itinéraire de façon à minimiser la distance parcourue.  Les valeurs portées aux arcs du graphe ci-dessous sont les distances entre les villes. 




	
	
	
	
	
	
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	

	
	
	
	
	
	0
	A
	0
	50
	(
	(
	60
	(
	300
	

	
	
	
	
	
	50
	B
	(
	0
	100
	70
	45
	30
	(
	

	
	
	
	130
	140
	(
	C
	(
	(
	0
	(
	(
	(
	140
	

	
	
	
	100
	120
	(
	D
	(
	(
	30
	0
	(
	(
	150
	

	
	
	
	
	
	60
	E
	(
	(
	80
	(
	0
	80
	210
	

	
	
	
	
	80
	(
	F
	55
	(
	60
	20
	(
	0
	220
	

	
	
	
	250
	270
	300
	G
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	0
	

	
	
	
	
	
	
	((1)
	0
	50(A)
	((A)
	((A)
	60(A)
	((A)
	300(A)
	

	
	
	
	
	
	
	((2)
	
	
	140(E)
	120(B)
	
	80(B)
	270(D)
	

	
	
	
	
	
	
	((3)
	
	
	
	100(F)
	
	
	250(D)
	

	
	
	
	
	
	
	((4)
	
	
	130(D)
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	((5)
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	


Remarque : 
Les valeurs (i(k) représentent respectivement les valeurs du chemin optimal du sommet source au sommet i à l’étape k de l’algorithme.

Initialisation : Déterminer la matrice d’adjacence en posant cii=0 et cij=( pour les arcs non existants du graphe.

· Déterminer les (i(1) : ceux-ci sont égaux aux valeurs des arcs reliant le sommet de départ au sommets respectifs.  Ces valeurs sont reprises dans la ligne ((1).  Pour faciliter les calculs, on reporte cette ligne en colonne, c’est la première colonne à gauche des sommets, notée aussi ((1).
· Comment s’obtient la ligne des valeurs (i(2) correspondant à la seconde itération ?  On recherche le minimum de la somme des (i(1) et des cji pour chacun des sommets et on compare cette somme à la valeur du (i précédemment obtenue.  Pour les deux premiers sommets (A et B), cette opération ne change rien.


Pour le sommet C, les sommes valent respectivement ( (0+(), 150 (50+100), ( ((+30), 140 (60+80), ( ((+60), ( (300+().  Ces valeurs représentent le coût pour aller du sommet de départ au sommet en ligne augmenté de la valeur de l’arc reliant le sommet ligne au sommet considéré (C dans le cas présent).  Si cette somme est inférieure au (i(k) connu pour ce sommet, c’est que le nouveau chemin est plus court (moins cher); pour le sommet C, il s’agit du chemin issu du sommet E (140).

· L’étape ( est poursuivie jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de (i qui change.  Cet état est obtenu à l’itération 5.

Ex.18. Algorithme de Dijkstra
Un voyageur désire se rendre de la ville A à la ville G.  Etablir son itinéraire de façon à minimiser la distance parcourue.  Les valeurs portées aux arcs du graphe ci-dessous sont les distances entre les villes. 




	
	
	
	
	
	(°
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	

	
	
	
	
	
	0
	A
	0
	50
	(
	(
	60
	(
	300
	

	
	
	
	
	
	50
	B
	(
	0
	100
	70
	45
	30
	(
	

	
	
	
	
	
	130
	C
	(
	(
	0
	(
	(
	(
	140
	

	
	
	
	
	
	100
	D
	(
	(
	30
	0
	(
	(
	150
	

	
	
	
	
	
	60
	E
	(
	(
	80
	(
	0
	80
	210
	

	
	
	
	
	
	80
	F
	55
	(
	60
	20
	(
	0
	220
	

	
	
	
	
	
	
	G
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	0
	

	
	
	
	
	
	
	(i(1)
	0
	(
	(
	(
	(
	(
	(
	

	
	
	
	
	
	
	(i(2)
	
	50(A)
	(
	(
	60(A)
	(
	300(A)
	

	
	
	
	
	
	
	(i(3)
	
	
	150(B)
	120(B)
	60(A)
	80(B)
	300(A)
	

	
	
	
	
	
	
	(i(4)
	
	
	140(E)
	120(B)
	
	80(B)
	270(E)
	

	
	
	
	
	
	
	(i(5)
	
	
	140(E)
	100(F)
	
	
	270(E)
	

	
	
	
	
	
	
	(i(6)
	
	
	130(D)
	
	
	
	250(D)
	

	
	
	
	
	
	
	(i(7)
	
	
	
	
	
	
	250(D)
	


Initialisation : Déterminer la matrice d’adjacence et poser (i(1), marques des sommets i à l’étape 1, égal à ( pour tous les sommets sauf le premier dont la marque vaut 0 et qui en plus est définitive : (1°(1)=0.  On ne note rien en colonne à ce moment.

(
(i(1) = ( pour tous les sommets, (1(1) = 0 pour le sommet de départ, n1=1 et M(1)={1}.  On repère de façon visible le premier sommet marqué dans le tableau.  On reporte cette marque définitive dans le tableau, en colonne.  Donc, à ce moment, il n’y a que la valeur 0 dans la colonne (°, en regard de A.

· On recherche ensuite, pour tout sommet non marqué, le minimum des sommes entre la marque du sommet et la marque d’un sommet marqué augmentée du coût de l’arc qui les relie.  Après l’étape (, le seul sommet marqué est le sommet A : M(1)={A}.  Le minimum de ces minimum est retenu comme marque définitive suivante.  Il s’agit de la valeur 50 concernant le sommet B et l’arc (A,B).  Cette valeur est reportée en vertical dans la colonne (° en regard de B.

Noter bien qu’à l’étape (i(3), seuls deux sommets sont marqués : M(k)={A,B) et que dans le cas du sommet E, on obtient deux valeurs possibles 60 (0 de A + 60 de cAE) et 95 (50 de B et 45 de cBE).  La valeur 60 est retenue en tant que minimum pour le sommet E.  Cette même valeur (coïncidence) est ensuite retenue comme minimum pour la marque définitive à l’étape k et est reportée en colonne sous (°.

(  L’étape ( est poursuivie jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de sommet à marquer.

 Ex.24.

Un projet de construction d’un bâtiment comporte 5 tâches A, B, C, D, E soumises aux contraintes suivantes :

	
	B ne peut débuter qu’une semaine après la fin de A.

	
	C suit B.

	
	D ne peut débuter que 3 semaines après le début des travaux.

	
	E doit débuter au moins 3 semaines après la fin de A et de D.

	
	la fin des travaux n’est possible qu’au moins une semaine après la fin de C.


D’autre part, les durées des tâches et les nombres d’hommes requis sont donnés ci-dessous :

	
	Tâches
	A
	B
	C
	D
	E

	
	Durées
	15
	3
	5
	8
	7

	
	Nombre d’hommes
	2
	3
	1
	1
	4


( Expression des contraintes sous forme canonique.




( Dessin des tâches et de leurs contraintes (avec simplification).




( Résolution par l’algorithme de Bellman-Kalaba (version simplifiée).


Si le graphe ne comporte pas de circuit, classement des sommets en k niveaux, 

, ensuite : 

.

( Tableau d’ordonnancement.

	
	Tâche
	Durée
	E.S.
	E.F.
	L.S.
	L.F.
	M.L.
	M.T.

	
	A
	15
	0
	15
	0
	15
	0
	0

	
	B
	3
	16
	19
	16
	19
	0
	0

	
	C
	5
	19
	24
	19
	24
	0
	0

	
	D
	8
	3
	11
	7
	15
	4
	4

	
	E
	7
	18
	25
	18
	25
	0
	0


( Courbe de charge.




( Application de l’algorithme Milord au cas où le nombre d’hommes disponibles à chaque instant est 4.

· Ranger les tâches par ordre croissant de leur date de début au plus tard.  Départager les ex aequo par leur marge libre.

	
	Tâche
	Durée
	E.S.
	E.F.
	L.S.
	L.F.
	M.L.
	M.T.

	
	A
	15
	0
	15
	0
	15
	0
	0

	
	D
	8
	3
	11
	7
	15
	4
	4

	
	B
	3
	16
	19
	16
	19
	0
	0

	
	E
	7
	18
	25
	18
	25
	0
	0

	
	C
	5
	19
	24
	19
	24
	0
	0


· Placer successivement les tâches au plus tôt, en tenant compte des contraintes.




Ex.22.

Une entreprise générale propose à sa clientèle une maison individuelle d’un type donné ; un des arguments publicitaires pour la vente de cette maison réside dans la rapidité de son édification à partir du moment où le client, déjà propriétaire du terrain, signe le marché.

La construction de la maison exige l’exécution des travaux que nous désignerons par O, A, B, C, D, ... L, M.  Lorsque l’on s’efforce de comprimer au maximum ces travaux les uns derrière les autres, on voit apparaître des exigences qui vont être décrites schématiquement ci-après :

	
	O
	=
	Signature du marché (début des travaux).

	
	A
	=
	Câblage  électrique, de durée égale à 4 jours, ne pouvant commencer qu’à la livraison des fournitures électriques, soit au plus tôt 13 jours après O, et seulement si 7 jours au moins se sont écoulés depuis le début de la construction des murs (F).

	
	B
	=
	Plomberie extérieure, de durée égale à 2 jours, peut commencer seulement après la livraison de toutes les fournitures de plomberie, soit au plus tôt 4 jours après O, à conditions que les fondations (E) soient commencées depuis 3 jours au moins.

	
	C
	=
	Plomberie intérieure, de durée égale à 6 jours, est effectuée après la plomberie extérieure.  Le démarrage de C ne peut intervenir que si la construction des murs (F) est commencée depuis au moins 7 jours.

	
	D
	=
	Excavation (durée 2 jours) : c’est la première partie de la construction.

	
	E
	=
	Fondations (durée 4 jours), suivent l’excavation.

	
	F
	=
	Construction des murs à partir des panneaux préfabriqués dont l’entreprise possède un stock : durée 9 jours ; ne peut débuter au plus tôt que 3 jours après la fin des fondations.

	
	G
	=
	Travaux de maçonnerie intérieure (cloisons, etc.), de durée égale à 7 jours, ne pouvant débuter au plus tôt que 5 jours après le démarrage de F.

	
	H
	=
	Montage de la charpente, elle aussi préfabriquée ; d’une durée égale à 2 jours, ne peut débuter qu’une fois F terminé.

	
	I
	=
	Couverture du toit ; elle s’effectue en 3 jours ; la charpente doit être en place, et, à cause de la fourniture des tuiles, 16 jours au moins doivent s’être écoulés depuis O pour que I puisse démarrer.

	
	J
	=
	Plâtrage, de durée égale à 5 jours ; le câblage électrique, la plomberie intérieure, la maçonnerie intérieure et la couverture du toit doivent être achevés pour que J puisse démarrer.

	
	K
	=
	Finitions intérieures ; elles durent 3 jours, et débutent lorsque J est terminé.

	
	L
	=
	Nettoyage et finitions extérieurs ; ces travaux durent 7 jours et ne peuvent démarrer que si la couverture est achevée, ainsi que les travaux de maçonnerie intérieure.

	
	M
	=
	Inspection générale de la maison après la fin des travaux.


( Expression des contraintes sous forme canonique.





( Dessin des tâches et de leurs contraintes (avec simplification).





( Résolution par l’algorithme de Bellman-Kalaba.

	
	
	
	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	
	
	
	0
	1
	0
	4
	2
	
	
	
	
	13
	
	16
	
	
	
	

	
	5
	
	4
	2
	
	0
	
	2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	2
	3
	
	
	0
	
	4
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	16
	6
	-(
	4
	
	
	
	0
	
	
	
	
	
	
	
	6
	
	

	
	
	6
	-(
	5
	
	-1
	
	
	0
	3
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	9
	-(
	6
	
	
	
	
	
	0
	9
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	18
	-(
	7
	
	
	
	-2
	
	
	0
	-2
	-4
	2
	
	
	
	

	
	
	16
	13
	8
	
	
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	4
	
	

	
	
	14
	-(
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	
	7
	
	
	

	
	
	20
	16
	10
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	3
	
	
	

	
	
	23
	-(
	11
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	0
	
	7

	
	
	23
	-(
	12
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	5
	

	
	
	28
	-(
	13
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0
	3

	
	
	31
	-(
	14
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0

	
	
	
	
	
	0
	41
	21
	-(
	-(
	-(
	-(
	131
	-(
	161
	-(
	-(
	-(
	-(

	
	
	
	
	
	
	
	
	62
	63
	95
	186
	167
	147
	207
	2310
	2311
	2812
	3113

	
	
	
	
	
	
	55
	
	167
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


( Tableau d’ordonnancement.

	
	Tâche
	Durée
	E.S.
	E.F.
	L.S.
	L.F.
	min.Es
	M.L.
	M.T.

	
	A
	4
	16
	20
	19
	23
	23(j)
	3
	3

	
	B
	2
	5
	7
	15
	17
	6(c)
	9
	10

	
	C
	6
	16
	22
	17
	23
	23(j)
	1
	1

	
	D
	2
	0
	2
	0
	2
	2(e)
	0
	0

	
	E
	4
	2
	6
	2
	6
	6(-)
	0
	0

	
	F
	9
	9
	18
	9
	18
	18(-)
	0
	0

	
	G
	7
	14
	21
	16
	23
	23(j)
	2
	2

	
	H
	2
	18
	20
	18
	20
	20(i)
	0
	0

	
	I
	3
	20
	23
	20
	23
	23(j)
	0
	0

	
	J
	5
	23
	28
	23
	28
	28(k)
	0
	0

	
	K
	3
	28
	31
	28
	31
	31(t)
	0
	0

	
	L
	7
	23
	30
	24
	31
	31(t)
	1
	1
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