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Plan du cours
1. Introduction

– Historique, Modélisation
2. Aide à la décision

– Approches unicritères et multicritères
– Prise de décision de groupe
– Logiciel Visual PROMETHEE
– Applications

3. Optimisation (programmation linéaire)
– Modélisations
– Algorithmes
– Logiciel : Excel
– Applications

4. Graphes
– Chemins les plus courts et les plus longs
– Gestion de projets
– Réseaux de transport
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Programmation linéaire
• Technique utilisée par de nombreuses entreprises et 

organisations.
• Utilisée notamment par : banques, éducation, 

foresterie, industrie pétrolière, transport, sidérurgie, 
compagnies aériennes, …

• Un premier exemple
• Solution graphique
• Applications typiques – Formulation
• Algorithme du simplexe 
• Analyse de sensibilité 
• Programmation linéaire en variables entières
• Logiciel : Solver Excel
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Un premier exemple

• Giapetto’s Woodcarving, Inc., fabrique deux 
types de jouets en bois : des soldats et des 
trains.

• Chaque soldat fabriqué se vend €27 et requiert 
un dépense de €10 en matières premières. De 
plus, chaque soldat produit génère €14 de 
coûts supplémentaires (salaires et frais 
généraux).

• Un train se vend €21 et coûte €9 en matières 
premières, plus €10 en coûts supplémentaires .
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Un premier exemple

• La fabrication des soldats et des trains 
demande deux types de main-d’œuvre : 
menuiserie et finition.

• Un soldat demande 2 heures de travail de 
finition et 1 heure de menuiserie .

• Un train demande 1 heure de travail de 
finition et 1 heure de menuiserie .
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Un premier exemple

• Hebdomadairement, Giapetto peut 
disposer de toutes les matières premières 
nécessaires à la fabrication mais 
l’entreprise ne dispose que de 100 heures 
de finition et 80 heures de menuiserie .

• La demande pour les trains est illimitée, 
mais un maximum de 40 soldats peuvent 
être vendus chaque semaine .

• Giapetto souhaite maximiser son profit 
hebdomadaire (revenus - coûts).
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Formulation (1)

• Variables de décision :
– x1 = nombre de soldats produits chaque sem.
– x2 = nombre de trains produits chaque sem.

• Fonction économique (objectif) :
– Revenus hebdomadaires =
– Coûts hebdomadaires =

– Autres coûts variables =
– Fonction économique à maximiser =

1 227 21x x+
1 210 9x x+
1 214 10x x+

1 23 2z x x= +
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Formulation (2)

• Contraintes :
– Finition (100h) :
– Menuiserie (80h):
– Soldats (max 40):

• Restrictions de signe :

1 22 100x x+ £
1 2 80x x+ £

1 40x £

1 0x ³ 2 0x ³
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Programme linéaire (PL - LP)

1 2Max  3 2z x x= +

1 22 100x x+ £
1 2 80x x+ £

1 40x £
1 0x ³ 2 0x ³
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Hypothèses
• Proportionnalité: Les contributions de chaque 

variable à la fonction économique et aux 
contraintes sont proportionnelles à la valeur 
prise par cette variable.

• Additivité: Les contributions de chaque 
variable à  la fonction économique et aux 
contraintes sont indépendantes des valeurs 
prises par les autres variables.

• Divisibilité: Les variables de décision peuvent 
prendre des valeurs fractionnaires. (cf. IP)

• Certitude: Chaque paramètre est connu avec 
certitude.



Quelques exemples réels…
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Définitions

• Domaine réalisable :
– Ensemble de tous les jeux de valeurs des variables 

de décision satisfaisant toutes les contraintes et 
restrictions de signe du PL (solutions réalisables ou 
solutions admissibles).

• Solution optimale :
– Solution réalisable qui optimise (max ou min) la 

fonction économique.
– Existence ?
– Unicité ?
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Solution graphique - cas de 2 
variables

•Domaine réalisable 
= région dans le 
plan.
•Contrainte : 
équation = droite
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Solution graphique

• Contraintes
• Courbes iso-profit
• Solution optimale
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Contrainte active - Finition

100 heures
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Contrainte active - Finition

110 heures
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Contrainte active - Finition

90 heures
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Contrainte non active - Soldats

40 soldats
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Contrainte non active - Soldats

45 soldats
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Contrainte non active - Soldats

35 soldats
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Solutions optimales multiples 
Une entreprise du secteur automobile fabrique 
des voitures et des camions. Chaque véhicule 
doit être traité dans l’atelier de peinture et dans 
l’atelier de carrosserie. La capacité de l’atelier 
de peinture permet de traiter 40 camions par 
jour (si l’on ne peint que des camions), ou 60 
voitures par jour (si l’on ne peint que des 
voitures). De la même façon la capacité de 
l’atelier de carrosserie est limitée à 50 camions 
par jour et à 50 voitures par jour. Chaque camion 
produit rapporte €300, et chaque voiture €200. 
Déterminer un plan de production quotidien qui 
permette de maximiser le profit de l’entreprise.
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Solutions optimales multiples

x1 = number of trucks produced daily 
x2 = number of cars produced daily 

max 1 2300 200z x x= +  
s.t. 

1 2
1 1 1
40 60
x x+ £  

1 2
1 1 1
50 50
x x+ £  

1 0x ³  2 0x ³  
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Exemple de PL contradictoire
Suppose now that the auto company is required to product at 
least 30 trucks and 20 cars per day. 
® 2 additional constraints: 

1 30x ³  2 20x ³  
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Exemple de PL non borné
max 1 22z x x= -  

s.t. 
1 2 1x x- £  

1 22 6x x+ ³  
1 0x ³  2 0x ³  
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Solution optimale

• Peut être :
– Unique ® sommet du domaine réalisable,
– Multiple ® côté du domaine réalisable,
– Infinie (contraintes manquantes ?),
– Impossible (contraintes incompatibles !).

• Certaines contraintes sont actives (binding) :
LHS = RHS

• Certaines contraintes sont non-actives 
(nonbinding):
LHS ¹ RHS (différence (écart) = slack)
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Un problème réel

• Integrated Production and Distribution 
Facility Planning at Ault Foods
(John Pooley, Interfaces, 24:4, July-august 1994, pp.113-121.)

• Problème : optimiser la production et la 
distribution des produits dans une laiterie 
industrielle en Ontario .
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Ault Foods

Usine 1

Usine i

Dépôt 1

Dépôt j

Client 1

Client k

10 usines (production),

(indice: i)
13 dépôts

(pour approvisionner les 
clients),

(indice: j)
48 clients,

(indice: k)
6 produits (lait, crème, …)

(indice: l)
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Questions

• Que produire, et en quelles quantités, dans 
chaque usine ?

• Doit-on fermer certaines usines, ou certains 
dépôts ?

• Comment organiser le transport des 
produits (usine vers dépôt, dépôt vers 
client) ? 

• A partir de quel dépôt faut-il approvisionner 
chaque client ?
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Modèle mathématique
• Variables de décision :

– Ai = 0 if plant i is closed, 1 otherwise,
– Bj = 0 if warehouse j is closed, 1 otherwise,
– Cjk = 1 if cust.k is served from warehouse j, 0 otherwise,
– Xijl = qty of prod.l transported fr. plant i to warehouse j

• Paramètres :
– Pi = total production capacity (per year) of plant i,
– Wj = total capacity of warehouse j,
– ei = fixed operating cost for plant i,
– fj = fixed operating cost for warehouse j,
– pil = unit production cost for product l in plant i,
– vj = ave. variable cost per unit stored in warehouse j,
– cijl = unit transportation cost for product l from plant i to wareh. j,
– hjkl = total transportation cost for product l from wareh. j to cust. k,
– dkl = demand of customer k for product l.
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Formulation PL

Minimiser
, ,

i i il ijl j j j jk kl
i j l j k l
e A p X f B v C dì ü ì ü+ + +í ý í ý
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å å å å

, , , ,
ijl ijl jkl jk

i j l j k l
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sous :
,

     ijl i i
j l
X AP i£ "å

,
     ijl j j

i l
X B W j£ "å

, ,
     ijl jk kl

i j j k
X C d l= "å å

1     jk
j
C k= "å

Xijl ≥ 0, Ai , Bj , Cjk = 0 or 1.

® 1427 variables et 77 contraintes.
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PL typiques :
Régime alimentaire (diet)

Four foods are available for consumption: brownies, 
chocolate ice cream, cola and pineapple cheesecake. 
One brownie costs ¢50, one scoop of chocolate ice cream 
costs ¢20, one bottle of cola costs ¢30, and one piece of 
cheesecake costs ¢80. Each day, you must ingest at least 
500 calories, 6 oz of chocolate, 10 oz of sugar and 8 oz of 
fat. Formulate a LP to satisfy these requirements at 
minimum cost.

Per unit: Calories Chocolate Sugar Fat

Brownie 400 3 2 2

Chocolate ice cream 200 2 2 4

Cola 150 0 4 1

Cheesecake 500 0 4 5
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PL typiques :
Régime alimentaire



PL typiques : 
Horaire de travail

• Un fast-food a besoin d’un nombre différent 
d’employés plein-temps chaque jour de la 
semaine :

• Chaque employé travaille 5 jours de suite et a 
ensuite 2 jours de congé.

• Il y a donc 7 horaires de travail possibles :
Lu-Ve, Ma-Sa, Me-Di, Je-Lu, Ve-Ma, Sa-Me, Di-Je
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Jour Lu Ma Me Je Ve Sa Di

Nb. 17 13 15 19 14 16 11

Coût 100 100 100 100 100 150 200



PL typiques : 
Horaire de travail

• Solution optimale non entière !
• Arrondir ?
• Vers le haut.
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PL typiques : 
Horaire de travail

• z = 14700 au lieu de 13066,66... !
• Solution optimale entière ?
• Passage de LP à IP (Integer Programming).
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PL typiques : 
Horaire de travail

• z = 13400 au lieu de 14700 !
• Supérieur à 13066,66...
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Multiperiod financial models
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Multiperiod financial models

00
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Définitions
• Programme linéaire sous forme canonique :
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Définitions
• Fonction économique à max ou min :

Min z  =  – Max ( – z )

• Contraintes : £ ou ³ ou =
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Notation matricielle

,
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Variables d’écart

• Pour passer d’inéquations à des équations :

• Permet de ramener toutes les contraintes à des 
équations, au prix de l’ajout des variables 
d’écart ® 2ème forme canonique pour un PL.
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Exemple 2
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Exemple 2
x1 = 0

t3 = 0

t2 = 0

t1 = 0

x2 = 0

t4 = 0
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Exemple 2 - Remarques

• Le domaine réalisable est un polygone 
convexe.

• Contrainte = côté du polygone = une 
variable égale à 0.

• Sommet = intersection de deux côtés = 
deux variables égales à 0.

• n = 6 variables (2 + 4) , m = 4 contraintes
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Base

• Sous-matrice non singulière B, m´m, de A.
• Colonnes de B = vecteurs de base :

– I(B) = { j1 , j2 , … , jm } = ensemble des indices 
de base (numéros des colonnes de B).

– xj1 , xj2 , … , xjm : variables de base.
– J(B) = ensemble des indices hors base ®

variables hors base. 
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Solution de base

• Solution obtenue à partir d’une base B, 
en annulant les n–m variables hors base 
et en résolvant le système de Cramer 
associé aux m variables de base :

AX = b  Þ BXB = b  Þ XB = B–1 b
• Cas particuliers :

– Solution de base réalisable (s.b.r.) : XB ≥ 0
– Solution de base explicitée : si B = I, 
Þ XB = b
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Exemple 2 : bases
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Exemple 2 - Remarques

• Le domaine réalisable est un polygone 
convexe.

• Contrainte = côté du polygone = une 
variable égale à 0.

• Sommet = intersection de deux côtés = 
deux variables égales à 0.

• n = 6, m = 4
• Solution de base : n-m = 2 variables hors 

base (égales à 0) !
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s.b.r. de l’exemple 2
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Résultats théoriques

• Si le domaine réalisable est borné et non 
vide, l’ensemble des solutions optimales 
du PL comporte au moins un sommet du 
domaine réalisable.

• Il y a une correspondance 1-1 entre les 
sommets du domaine réalisable et les 
solutions de base réalisables.
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Algorithme du simplexe

• Principe :
Cheminer de sommet 
(s.b.r.) en sommet 
adjacent en améliorant 
à chaque étape la 
fonction économique z, 
jusqu'à atteindre une 
solution optimale ou à 
montrer que la solution 
optimale est infinie.
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Algorithme du simplexe 
(inclus dans le solver d’Excel)

• Algorithme itératif (1948).
• Permet de trouver une solution de base optimale 

(sommet du domaine réalisable).
– Variables de base : > 0
– Variables hors base : = 0

• Détecte les cas non-bornés ou contradictoires.
• Fournit des résultats additionnels :

Analyse post-optimale (analyse de sensibilité)
– Coûts marginaux (reduced costs) :

impact d’une augmentation unitaire d’une variable hors-base
(0 ® 1) sur la valeur optimale de la fonction économique.

– Prix marginaux (shadow prices) :
impact d’une augmentation unitaire du membre de droite 
RHS d’une contrainte sur la valeur optimale de la fonction 
économique.
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Algorithmes d’optimisation

• Variables continues :
– Algorithme du simplexe,
– Algorithme de type « point intérieur »

• Variables entières :
– Procédures de séparation et d’évaluation 

(« branch and bound »)
• Programmes mixtes (continu-entier)
• Programmes non-linéaires (NLP) :

– GRG, Evolutionnaire, ...



Limites du Solver d’Excel

• Gratuit (à l’achat d’Excel…).
• Simple à utiliser.
• Performance limitée (taille, IP, NLP).
• Nombreux upgrades disponibles chez 

Frontlinesolvers (solver.com) :
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Product Name First Year License Renewal License
Analytic Solver Comprehensive $4,995 $2,500
Analytic Solver Simulation $1,995 $1,000
Analytic Solver Optimization $1,995 $1,000
Analytic Solver Data Mining $1,995 $1,000
Analytic Solver Upgrade $995 $500
Analytic Solver Basic $250 $250
Std. Large-Scale LP Solver Engine $3,595 $1,800
Ext. Large-Scale LP Solver Engine $5,995 $3,000
Ext. MOSEK Solver Engine - SOCP/NLP $5,995 $3,000
Gurobi Solver Engine - LP/MIP Only $8,395 $4,197
Gurobi Solver Engine - LP/QP/MIP $10,775 $5,387
XPRESS Solver Engine - LP/MIP Only $7,195 $3,600
XPRESS Solver Engine - LP/QP/MIP $9,235 $4,620
Ext. Large-Scale GRG Solver Engine $3,000 $1,500
Large-Scale SQP Solver Engine $4,795 $2,400
KNITRO Solver Engine $4,795 $2,400
OptQuest Solver Engine $3,000 $1,500
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Giapetto et le Solver d’Excel

“Rapport des réponses”

• Algorithme
• Valeur z optimale
• Solution optimale
• Etat des contraintes et

écarts
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Giapetto et le Solver d’Excel

“Rapport de la 
sensibilité”

• Coûts marginaux des 
variables hors base

• Intervalles de stabilité 
de la solution de base 
optimale (coeff. fonction 
objectif)

• Prix marginaux des 
contraintes

• Intervalles de validité 
des prix marginaux
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Fonction économique - Trains

2€/train

z = 180
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Fonction économique - Trains

2,5€/train

z = 210
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Fonction économique - Trains

3€/train

z = 240

s.o. 
multiples
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Fonction économique - Trains

2€/train

z = 180
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Fonction économique - Trains

1,75€/train

z = 165
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Fonction économique - Trains

1,5€/train

z = 150

s.o. 
multiples
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Fonction économique - Trains

1€/train

z = 140

Nouvelle 
s.o.
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Prix marginal - Finition

100 heures

PM = 1
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Prix marginal - Finition

110 heures

PM = 1

z = 190
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Prix marginal - Finition

90 heures

PM = 1

z = 170
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…

• Exemple Big Mac


